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伯努利双纽线右半有界区域内

广义解析函数类的三阶 Ｈａｎｋｅｌ行列式

汤获，张海燕，牛潇萌
（赤峰学院数学与统计学院，内蒙古 赤峰 ０２４０００）

摘　要：设Ａ表示在单位圆盘Ｄ＝｛ｚ：｜ｚ｜＜１｝内解析且满足ｆ（０）＝ｆ′（０）－１＝０的函数类。首先，引入伯
努 利 双 纽 线 右 半 有 界 区 域 内 的 广 义 解 析 函 数 类 ＳＲλ ： ＳＲλ ＝

ｆ∈Ａ：（１－λ）ｆ（ｚ）ｚ ＋λｆ′（ｚ） １槡 ＋ｚ（０≤λ≤１；ｚ∈Ｄ{ }）。然后，讨论上述函数类 ＳＲλ 的三阶 Ｈａｎｋｅｌ行列
式Ｈ３（１），得到其上界估计。
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ｆ（０）＝ｆ′（０）－１＝０．ＡｃｌａｓｓｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄａｎａｌｙｔｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓＳＲλ ｏｎｔｈｅｒｉｇｈｔｈａｌｆｂｏｕｎｄｅｄｄｏｍａｉｎ
ｏｆ ｌｅｍｎｉｓｃａｔｅ ｏｆ Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ ｉｓ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ： ＳＲλ ＝

ｆ∈Ａ：（１－λ）ｆ（ｚ）ｚ ＋λｆ′（ｚ） １槡 ＋ｚ（０≤λ≤１；ｚ∈Ｄ{ }） ．Ａｎｄ，ｔｈｅｔｈｉｒｄＨａｎｋｅｌｄｅｔｅｒｍｉ

ｎａｎｔＨ３（１）ｆｏｒｔｈｅａｂｏｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎｃｌａｓｓＳＲλ ｉｓｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄａｎｄｔｈｅｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｆｏｒｔｈｅａｂｏｖｅｄｅｔｅｒｍｉ
ｎａｎｔＨ３（１）ｉｓｏｂｔａｉｎｅｄ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｌｅｍｎｉｓｃａｔｅｏｆＢｅｒｎｏｕｌｌｉ；ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄａｎａｌｙｔｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ；ｔｈｉｒｄＨａｎｋｅｌｄｅｔｅｒｍｉｎａｎｔ；ｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄ

　　设Ｃ表示复平面，Ａ表示在单位圆盘 Ｄ＝｛ｚ：
｜ｚ｜＜１｝内解析且适合如下形式

ｆ（ｚ）＝ｚ＋∑
∞

ｎ＝２
ａｎｚ

ｎ （１）

的函数类。

设函数ｆ（ｚ），ｇ（ｚ）在单位圆盘Ｄ内解析，如果
存在 Ｄ内的 Ｓｃｈｗａｒｚ函数 ω（ｚ），满足 ω（０）＝０，

ω（ｚ） ＜１，使得ｆ（ｚ）＝ｇ（ω（ｚ）），则称ｆ（ｚ）从属

于ｇ（ｚ），记为ｆ（ｚ）ｇ（ｚ）（见文 ［１－２］）。

用Ｐ表示在单位圆盘Ｄ内具有如下形式

ｐ（ｚ）＝１＋ｐ１ｚ＋ｐ２ｚ
２＋

ｐ３ｚ
３＋… ＝１＋∑

∞

ｎ＝１
ｐｎｚ

ｎ （２）

且满足条件Ｒｅ（ｐ（ｚ））＞０的解析函数族。若ｐ（ｚ）
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∈Ｐ，则 ｐｎ ≤２（ｎ＝１，２，…）（见文献 ［２］）。
１９９６年，Ｓｏｋｏｌ和 Ｓｔａｎｋｉｅｗｉｃｚ在文 ［３］中引

入了伯努利双纽线右半有界区域内的解析函数类

ＳＲ，并讨论了该类函数的凸半径问题。
定义１　设ＳＲ 表示定义如下

ＳＲ ＝ ｆ∈Ａ：ｚｆ′（ｚ）ｆ（ｚ）  １槡 ＋ｚ（ｚ∈Ｄ{ }）
的函数类，其几何意义为

ｚｆ′（ｚ）
ｆ（ｚ） 位于满足 ｛ω∈

Ｃ：Ｒｅω＞０，｜ω２－１｜＜１｝的伯努利双纽线右半有
界区域内 （见图１）。

图１　函数类ＳＲ 的图像 （其中ｆ（ｚ）＝ｚ＋ｚ
２

４）

Ｆｉｇ１　ＴｈｅｇｒａｐｈｏｆｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｃｌａｓｓＳＲ

（ｗｈｅｒｅｆ（ｚ）＝ｚ＋ｚ
２

４）

在此基础上，本文引入伯努利双纽线右半有界

区域内的一类广义解析函数ＳＲλ 。
定义２　设ＳＲλ 表示如下：

ＳＲλ ＝ ｆ∈Ａ：（１－λ）ｆ（ｚ）ｚ ＋λｆ′（ｚ）{ 

１槡 ＋ｚ（０≤λ≤１；ｚ∈Ｄ） }　　 （３）

的函数类。若ｆ∈ＳＲλ，则（１－λ）
ｆ（ｚ）
ｚ ＋λｆ′（ｚ）位

于满足｛ω∈Ｃ：Ｒｅω＞０，｜ω２－１｜＜１｝的伯努利
双纽线右半有界区域内。

注１　在定义２中，若分别取λ＝０和λ＝１，
则可得如下函数类ＳＲ０ 和ＳＲ１ ：

（ｉ） 当 λ ＝ ０ 时， ＳＲ０ ＝

ｆ∈Ａ：ｆ（ｚ）ｚ  １槡 ＋ｚ（ｚ∈Ｄ{ }） 蕴含 ｆ（ｚ）ｚ 位于满
足

｛ω∈Ｃ：Ｒｅω＞０，｜ω２－１｜＜１｝的伯努利双

纽线右半有界区域内 （见图２）。

图２　函数类ＳＲ０ 的图像

（其中ｆ（ｚ）＝ｚ＋ｚ
２

３－
ｚ３
９）

Ｆｉｇ２　ＴｈｅｇｒａｐｈｏｆｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｃｌａｓｓＳＲ０

（ｗｈｅｒｅｆ（ｚ）＝ｚ＋ｚ
２

３－
ｚ３
９）

（ｉｉ）当 λ＝１时，ＳＲ１ ＝｛ｆ∈ Ａ：ｆ′（ｚ）

１槡 ＋ｚ（ｚ∈ Ｄ）｝蕴含 ｆ′（ｚ）位于满足 ｛ω∈
Ｃ：Ｒｅω＞０，｜ω２－１｜＜１｝的伯努利双纽线右半有
界区域内 （见图３）。

图３　函数类ＳＲ１ 的图像

（其中ｆ（ｚ）＝ｚ＋ｚ
２

６－
ｚ３
１０８）

Ｆｉｇ３　ＴｈｅｇｒａｐｈｏｆｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｃｌａｓｓＳＲ１

（ｗｈｅｒｅｆ（ｚ）＝ｚ＋ｚ
２

６－
ｚ３
１０８）

１９７６年，Ｎｏｏｎａｎ和Ｔｈｏｍａｓ在文 ［４］中引进
函数ｆ的ｑ阶Ｈａｎｋｅｌ行列式Ｈｑ（ｎ），其定义如下：

４０１
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Ｈｑ（ｎ）＝

ａｎ ａｎ＋１ … ａｎ＋ｑ－１
ａｎ＋１ ａｎ＋２ … ａｎ＋ｑ
  

ａｎ＋ｑ－１ ａｎ＋ｑ … ａｎ＋２ｑ－２
其中ｎ≥１，ｑ≥１。

特别地，若ｆ∈Ａ，ａ１ ＝１，则有

Ｈ２（１）＝
ａ１ ａ２
ａ２ ａ３

＝ａ３－ａ
２
２（ｎ＝１，ｑ＝２），

Ｈ２（２）＝
ａ２ ａ３
ａ３ ａ４

＝ａ２ａ４－ａ
２
３（ｎ＝ｑ＝２），

Ｈ３（１）＝
ａ１ ａ２ ａ３
ａ２ ａ３ ａ４
ａ３ ａ４ ａ５

＝

ａ３（ａ２ａ４－ａ
２
３）－ａ４（ａ４－ａ２ａ３）＋

ａ５（ａ３－ａ
２
２）（ｎ＝１，ｑ＝３）

　　Ｈａｎｋｅｌ行列式在奇异性和带积分系数的幂级
数研究中扮演着很重要的角色［５］，而且它对研究

亚纯函数和理论物理起到非常重要作用［６－７］。众所

周知，对于实数 μ，Ｆｅｋｅｔｅ和 Ｓｚｅｇｏ给出了泛函 ａ３
－ａ２２的精确估计

［１］。实际上， Ｈ２（１） ＝ ａ３－ａ
２
２

是 ａ３－μａ
２
２ 的特殊情形 （即μ＝１时）。近年来，

许多中外学者对解析函数类的二阶和三阶 Ｈａｎｋｅｌ
行列式作了大量研究，如 Ｂａｎｓａｌ［８］研究了一类解析
函数的二阶Ｈａｎｋｅｌ行列式 Ｈ２（２） ＝ ａ２ａ４－ａ

２
３

的上界估计；Ａｒｉｆ等［９］研究了某类解析函数的 ｑ阶
Ｈａｎｋｅｌ行列式；Ｂａｌａｌｏｌａ和 Ｚａｐｒａｗａ分别在文 ［１０］
和 文 ［１１］中研究了星象函数类和α（０≤α＜１）
阶星象函数类的三阶 Ｈａｎｋｅｌ行列式；张海燕
等［１２－１４］分别讨论了与共轭点、对称点有关的不同

解析函数类的三阶 Ｈａｎｋｅｌ行列式。最近，张海燕
等［１５－１６］又分别讨论了与贝努利双纽线和对称点有

关的解析函数、与指数函数有关的解析函数的三阶

Ｈａｎｋｅｌ行列式。
受上述工作的启发，本文主要研究伯努利双纽

线右半有界区域内广义解析函数类 ＳＲλ 的三阶
Ｈａｎｋｅｌ行列式Ｈ３（１），得到其上界估计。

１　若干引理
为了证明本文主要结论，我们需要如下引理。

引理１［１７］　如果ｐ（ｚ）∈Ｐ适合式 （２），则有

ｐ２－υｐ
２
１ ≤

－４υ＋２， υ＜０，

２， ０≤υ≤１，

４υ＋２， υ≥１













，

（４）

且

（ｉ）如果υ＜０或υ＞１时，则当且仅当ｐ（ｚ）

＝１＋ｚ１－ｚ或它的一个旋转时等号成立；

（ｉｉ）如果 ０＜υ＜１，则当且仅当 ｐ（ｚ）＝
１＋ｚ２

１－ｚ２
或它的一个旋转时等号成立；

（ｉｉｉ）如果 υ ＝０，则当且仅当 ｐ（ｚ） ＝
１＋η( )２

１＋ｚ
１－ｚ＋

１－η( )２
１－ｚ
１＋ｚ（０≤η≤１）或它的一

个旋转时等号成立；

（ｉｖ）如果υ＝１，则当且仅当ｐ（ｚ）是使得υ＝
０时等号成立的函数的倒数。

引理２［１７］　如果ｐ（ｚ）∈Ｐ适合式 （２），则对
于任一复数υ，有

ｐ２－υｐ
２
１ ≤２ｍａｘ（１，｜２υ－１｜）

且对函数ｐ（ｚ）＝１＋ｚ
２

１－ｚ２
和ｐ（ｚ）＝１＋ｚ１－ｚ，上述结果

是精确的。

引理３［１８］　如果ｐ（ｚ）∈Ｐ适合式 （２），则存
在复数ｘ，ｚ满足｜ｘ｜≤１，｜ｚ｜≤１，使得

２ｐ２ ＝ｐ
２
１＋ｘ（４－ｐ

２
１），

４ｐ３ ＝ｐ
３
１＋２ｐ１ｘ（４－ｐ

２
１）－（４－ｐ

２
１）ｐ１ｘ

２＋
２（４－ｐ２１）（１－｜ｘ｜

２）ｚ

２　主要结果及其证明

定理１　若ｆ∈ＳＲλ，则
ａ３－μａ

２
２ ≤

－μ
４（１＋λ）２

－ １
２（１＋２λ）

， μ＜－５（１＋λ）
２

２（１＋２λ）
；

１
２（１＋２λ）

，
－５（１＋λ）２
２（１＋２λ） ≤μ≤

３（１＋λ）２
２（１＋２λ）

；

μ
４（１＋λ）２

＋ １
８（１＋２λ）

， μ≥３（１＋λ）
２

２（１＋２λ）











 　　

且

（ｉ）当 －５（１＋λ）２
２（１＋２λ）

＜μ ＜８（１＋λ）２ －

５（１＋λ）２
２（１＋２λ）

，有

ａ３－μａ
２
２ ＋

５
４＋

μ（１＋２λ）
２（１＋λ）[ ]２ ｜ａ２｜２≤ １

２（１＋２λ）

（ｉｉ）当 ８（１＋λ）２ －５（１＋λ）
２

２（１＋２λ）
＜ μ ＜

３（１＋λ）２
２（１＋２λ）

，有

ａ３－μａ
２
２ ＋

５０１
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３
４－

μ（１＋２λ）
２（１＋λ）[ ]２ ｜ａ２｜２≤ １

２（１＋２λ）
并且这些结果都是精确的。

证明　若ｆ∈ＳＲλ ，则由式 （３），有

（１－λ）ｆ（ｚ）ｚ ＋λｆ′（ｚ）φ（ｚ） （５）

这里φ（ｚ）＝ １槡 ＋ｚ。
利用式 （５）和从属关系，有

（１－λ）ｆ（ｚ）ｚ ＋λｆ′（ｚ）＝φ（ω（ｚ））＝ １＋ω（ｚ槡 ）

（６）
　　定义函数

ｐ（ｚ）＝１＋ω（ｚ）１－ω（ｚ）
＝１＋ｐ１ｚ＋ｐ２ｚ

２＋…

显然，ｐ（ｚ）∈Ｐ，这意味着

ω（ｚ）＝ｐ（ｚ）－１ｐ（ｚ）＋１ （７）

综合式 （６）和式 （７），可得

φ（ω（ｚ））＝ ２ｐ（ｚ）
１＋ｐ（ｚ( )）

１
２

而

２ｐ（ｚ）
１＋ｐ（ｚ( )）

１
２
＝１＋１４ｐ１ｚ＋

１
４ｐ２－

５
３２ｐ[ ]２１ ｚ２＋

１
４ｐ３－

５
１６ｐ１ｐ２＋

１３
１２８ｐ[ ]３１ ｚ３＋…，

（１－λ）ｆ（ｚ）ｚ ＋λｆ′（ｚ）＝

１＋（１＋λ）ａ２ｚ＋（１＋２λ）ａ３ｚ
２＋

（１＋３λ）ａ４ｚ
３＋…

分别比较上两式中ｚ，ｚ２和ｚ３的系数，并经简单计算
可得

ａ２ ＝
ｐ１

４（１＋λ）
（８）

ａ３ ＝
ｐ２

４（１＋２λ）
－

５ｐ２１
３２（１＋２λ）

（９）

ａ４ ＝
ｐ３

４（１＋３λ）
－

５ｐ１ｐ２
１６（１＋３λ）

＋
１３ｐ３１

１２８（１＋３λ）
（１０）

进一步，根据式 （６）和式 （７），有
ａ３－μａ

２
２ ＝

ｐ２
４（１＋２λ）

－
５ｐ２１

３２（１＋２λ）
－μ ｐ１

４（１＋λ[ ]
）

２
＝

１
４（１＋２λ）ｐ２－

５（１＋λ）２＋２μ（１＋２λ[ ]）ｐ２１
８（１＋λ）２

再用引理１，可得

（ｉ）当 －５（１＋λ）２
２（１＋２λ）

＜μ ＜８（１＋λ）２ －

５（１＋λ）２
２（１＋２λ）

，有

ａ３－μａ
２
２ ＋

５
４＋

μ（１＋２λ）
２（１＋λ）[ ]２ ｜ａ２｜２≤
１

２（１＋２λ）

（ｉｉ）当 ８（１＋λ）２ －５（１＋λ）
２

２（１＋２λ）
＜ μ ＜

３（１＋λ）２
２（１＋２λ）

，有

ａ３－μａ
２
２ ＋

３
４－

μ（１＋２λ）
２（１＋λ）[ ]２ ｜ａ２｜２≤
１

２（１＋２λ）
定理１证毕。

定理２　若ｆ∈ＳＲλ，则对于任一复数μ，有

ａ３－μａ
２
２ ≤

１
２（１＋２λ）

ｍａｘ１；（１＋２λ）μ
２（１＋λ）２

＋{ }１
４

　　证明　由于

ａ３－μａ
２
２ ＝ １

４（１＋２λ）
·

ｐ２－
５（１＋λ）２＋２μ（１＋２λ[ ]）ｐ２１

８（１＋λ）２

故由引理２，易证结论成立。
特别地，在定理 ２中，若取 μ＝１，则可得

Ｈ２（１） ＝ ａ３－ａ
２
２ 的估计。

推论１　若ｆ∈ＳＲλ，则有

Ｈ２（１） ＝ ａ３－ａ
２
２ ≤

１
２（１＋２λ）

（１１）

　　定理３　若ｆ∈ＳＲλ，则有

ａ２ａ４－ａ
２
３ ≤

１
４（１＋２λ）２

（１２）

　　证明　由式 （８） －式 （１０），有

ａ２ａ４－ａ
２
３ ＝ １

１０２４（１＋λ）（１＋３λ）（１＋２λ）２
·

６４（１＋２λ）２ｐ１ｐ３－８０λ
２ｐ２１ｐ２－

６４（１＋λ）（１＋３λ）ｐ２２＋（１＋４λ＋２９λ
２）ｐ４１

设ｐ１ ＝ｃ∈［０，２］，｜ｘ｜＝ｔ∈［０，１］，则由三角不
等式及引理３，可得

ａ２ａ４－ａ
２
３≤

１
１０２４（１＋λ）（１＋３λ）（１＋２λ）２

·

３２ｃ（１＋２λ）２（４－ｃ２）（１－ｔ２）＋８λ２（４－ｃ２）ｃ２ｔ＋
１６（４＋１６λ＋１２λ２＋λ２ｃ２）（４－ｃ２）ｃ２ｔ２＋

（１＋４λ＋５λ２）ｃ４

　　记
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Ｆ（ｃ，ｔ）＝ １
１０２４（１＋λ）（１＋３λ）（１＋２λ）２

·

［３２ｃ（１＋２λ）２（４－ｃ２）（１－ｔ２）＋
８λ２（４－ｃ２）ｃ２ｔ＋１６（４＋１６λ＋１２λ２＋λ２ｃ２）

（４－ｃ２）ｃ２ｔ２＋（１＋４λ＋５λ２）ｃ４］
假设Ｆ（ｃ，ｔ）在矩形区域 ［０，２］×［０，１］的内部点
存在上界，将上式关于ｔ求导，有

Ｆ
ｔ
＝ １
１０２４（１＋λ）（１＋３λ）（１＋２λ）２

·

［３２（４＋１６λ＋１２λ２＋λ２ｃ２）（４－ｃ２）ｃ２ｔ－
６４ｃ（１＋２λ）２（４－ｃ２）ｔ］

　　对于０＜ｔ＜１且取固定值ｃ∈（０，２）时，易得
Ｆ
ｔ
＞０，也即说明Ｆ（ｃ，ｔ）是一个关于 ｔ的增函数，

这与我们的假设矛盾，故Ｆ（ｃ，ｔ）在ｔ＝１处取得最
大值，即

ｍａｘＦ（ｃ，ｔ）＝Ｆ（ｃ，１）＝
１

１０２４（１＋λ）（１＋３λ）（１＋２λ）２
·

［８λ２（４－ｃ２）ｃ２＋１６（４＋１６λ＋１２λ２＋λ２ｃ２）·
（４－ｃ２）ｃ２＋（１＋４λ＋５λ２）ｃ４］

令

Ｇ（ｃ）＝ １
１０２４（１＋λ）（１＋３λ）（１＋２λ）２

·

［８λ２（４－ｃ２）ｃ２＋１６（４＋１６λ＋１２λ２＋λ２ｃ２）·
（４－ｃ２）ｃ２＋（１＋４λ＋５λ２）ｃ４］

则

Ｇ′（ｃ）＝ １
１０２４（１＋λ）（１＋３λ）（１＋２λ）２

·

［１９０λ２ｃ－９６λ２ｃ３－３２（４＋１６λ＋１２λ２＋λ２）ｃ＋
４（１＋４λ＋５λ２）ｃ３］

Ｇ′′（ｃ）＝ １
１０２４（１＋λ）（１＋３λ）（１＋２λ）２

·

［１９０λ２－２８８λ２ｃ２－３２（４＋１６λ＋１２λ２＋λ２）＋
１２（１＋４λ＋５λ２）ｃ２］

因为ｃ＝０是Ｇ′（ｃ）＝０的根，且Ｇ′′（ｃ）＜０，所以
函数Ｇ（ｃ）在ｃ＝０处取得最大值。综上可知，函数
Ｆ（ｃ，ｔ）在ｔ＝１，ｃ＝０处取得最大值，即有

ａ２ａ４－ａ
２
３ ≤Ｇ（０）＝

１
４（１＋２λ）２

定理３得证。
定理４　若ｆ∈ＳＲλ，则有

ａ２ａ３－ａ４ ≤
１

２（１＋３λ）
（１３）

　　证明　由式 （８） －式 （１０），有

ａ２ａ３－ａ４ ＝ １
１２８（１＋λ）（１＋３λ）（１＋２λ）

·

８（６＋１８λ＋１０λ２）ｐ２１ｐ２－３２（１＋２λ）·
（１＋λ）ｐ３－（１８＋５４λ＋２６λ

２）ｐ３１
设ｐ１ ＝ｃ∈［０，２］，｜ｘ｜＝ｔ∈［０，１］，则由三角不
等式及引理３，可得

ａ２ａ３－ａ４ ≤
１

１２８（１＋λ）（１＋３λ）（１＋２λ）
·

１６（１＋λ）（１＋２λ）（４－ｃ２）（１－ｔ２）＋
（８＋２４λ＋８λ２）（４－ｃ２）ｃｔ＋８（１＋λ）（１＋２λ）·

（４－ｃ２）ｃｔ２＋（２＋６λ＋２λ２）ｃ３

记

Ｆ１（ｃ，ｔ）＝
１

１２８（１＋λ）（１＋３λ）（１＋２λ）
·

［１６（１＋λ）（１＋２λ）（４－ｃ２）（１－ｔ２）＋
（８＋２４λ＋８λ２）（４－ｃ２）ｃｔ＋８（１＋λ）·
（１＋２λ）（４－ｃ２）ｃｔ２＋（２＋６λ＋２λ２）ｃ３］

假设Ｆ１（ｃ，ｔ）在矩形区域［０，２］×［０，１］的内部点
存在上界，将上式关于ｔ求导，有

Ｆ１
ｔ
＝ １
１２８（１＋λ）（１＋３λ）（１＋２λ）

·

［（８＋２４λ＋８λ２）（４－ｃ２）ｃ＋
１６（１＋λ）（１＋２λ）（４－ｃ２）ｃｔ－
３２（１＋λ）（１＋２λ）（４－ｃ２）ｔ］

对于０＜ｔ＜１且取固定值ｃ∈（０，２）时，易得
Ｆ１
ｔ

＜０，也即说明Ｆ（ｃ，ｔ）是一个关于ｔ的减函数，这
与我们的假设矛盾，故 Ｆ１（ｃ，ｔ）在 ｔ＝０处取得最
大值，即

ｍａｘＦ１（ｃ，ｔ）＝Ｆ１（ｃ，０）＝
１６（１＋λ）（１＋２λ）（４－ｃ２）＋（２＋６λ＋２λ２）ｃ３

１２８（１＋λ）（１＋３λ）（１＋２λ）
令

Ｇ１（ｃ）＝
１６（１＋λ）（１＋２λ）（４－ｃ２）＋（２＋６λ＋２λ２）ｃ３

１２８（１＋λ）（１＋３λ）（１＋２λ）
则

Ｇ′１（ｃ）＝
３（２＋６λ＋２λ２）ｃ２－３２（１＋λ）（１＋２λ）ｃ

１２８（１＋λ）（１＋３λ）（１＋２λ）
Ｇ′′１（ｃ）＝

６（２＋６λ＋２λ２）ｃ－３２（１＋λ）（１＋２λ）
１２８（１＋λ）（１＋３λ）（１＋２λ）

因为ｃ＝０是Ｇ′１（ｃ）＝０的根，且Ｇ′′１（ｃ）＜０，所以
函数Ｇ１（ｃ）在ｃ＝０处取得最大值。综上可知，函
数Ｆ１（ｃ，ｔ）在ｔ＝０，ｃ＝０处取得最大值，即有

ａ２ａ３－ａ４ ≤Ｇ１（０）＝
１

２（１＋３λ）
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定理４得证。
定理５　若ｆ∈ＳＲλ，则有

ａ２ ≤
１

２（１＋λ）
，

ａ３ ≤
５

８（１＋２λ）
（１４）

ａ４ ≤
１３

１６（１＋３λ）
（１５）

ａ５ ≤
１４１

１２８（１＋４λ）
（１６）

　　证明　若 ｆ∈ ＳＲλ，则由从属关系和式 （３），
可得

［（１－λ）ｆ（ｚ）＋λｚｆ′（ｚ）］２ ＝ｚ２（１＋ω（ｚ））
其中ω（ｚ）是Ｓｃｈｗａｒｚ函数且满足

ω（０）＝１，｜ω（ｚ）｜＜１，ｚ∈Ｄ

　　令ω（ｚ）＝∑
∞

ｎ＝１
Ｃｎｚ

ｎ，因为

［（１－λ）ｆ（ｚ）＋λｚｆ′（ｚ）］２ ＝
［ｚ＋（１＋λ）ａ２ｚ

２＋（１＋２λ）ａ３ｚ
３＋

（１＋３λ）ａ４ｚ
４＋…］２

所以有

［ｚ＋（１＋λ）ａ２ｚ
２＋（１＋２λ）ａ３ｚ

３＋

（１＋３λ）ａ４ｚ
４＋…］２ ＝ｚ２∑

∞

ｎ＝１
Ｃｎｚ

ｎ

分别比较上式中ｚ３，ｚ４，ｚ５，ｚ６的系数，并经简单计算
可得

ａ２ ＝
Ｃ１

２（１＋λ）
，

ａ３ ＝
４Ｃ２－Ｃ

２
１

８（１＋２λ）
，ａ４ ＝

８Ｃ３－４Ｃ１Ｃ２＋Ｃ
３
１

１６（１＋３λ）
，

ａ５ ＝
６４Ｃ４－１６Ｃ

２
２＋２４Ｃ

２
１Ｃ２－５Ｃ

４
１－３２Ｃ１Ｃ３

１２８（１＋４λ）
又因为｜ω（ｚ）｜＜１，｜ｚ｜≤１，｜Ｃｎ｜≤１，故

ａ２ ≤
１

２（１＋λ）
，ａ３ ≤

５
８（１＋２λ）

，

ａ４ ≤
１３

１６（１＋３λ）
，ａ５ ≤

１４１
１２８（１＋４λ）

定理５得证。
定理６　若ｆ∈ＳＲλ，则有

｜Ｈ３（１）｜≤
８４０４λ４＋１５７２４λ３＋１０２８１λ２＋２８５０λ＋２８５

２５６（１＋２λ）３（１＋３λ）２（１＋４λ）
　　证明　由于

Ｈ３（１）＝ａ３（ａ２ａ４－ａ
２
３）－

ａ４（ａ４－ａ２ａ３）＋ａ５（ａ３－ａ
２
２）

故由三角不等式，可得

Ｈ３（１）≤ ａ３ ａ２ａ４－ａ
２
３ －

ａ４ ａ４－ａ２ａ３ ＋ ａ５ ａ３－ａ
２
２ （１７）

将式 （１１）～（１６）代入式 （１７），即得定理６。
在定理６中，若分别取λ＝０和λ＝１，则可得

函数类ＳＲ０ 和ＳＲ１ 的Ｈ３（１）估计。
推论２　若ｆ∈ＳＲ０，则有

Ｈ３（１）≤
２８５
２５６≈１１１３

　　推论３　若ｆ∈ＳＲ１，则有

Ｈ３（１）≤
３７５４４
５５２９６０≈００６８
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